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~Forma dell’ elemento di estensione in uno spazio gqualunque.

Bia S, wno spazio ad w dimensioni Jdi patura metrica arbitraria il cui
elemento lineare ds sin definito dalla

(Zs:=‘\3. ’ Wper Ay fl-u-;. (1)
17

Sia poi dp P estensione del parallelepipedo n volte infinitesimo le cui »
coppie i facee opposte somo (U, 2y + (Zul) , (1 i) (,, o, T du, )
noi definiremo d'p cowme un convariante algebrico differensiale @ ordine
di @, ciok porremo d"p =F, du, du,...du, , ove F  sia una funzione (da.
determinare) delle sole « e non delle loro derivate rispetto alle w. Per de-
terminare F, supponiamo che cangiando le u in altre coordinate ¢ le «
siano cangiate velle » e 4" in d7¢; allora sard d'q = F, dv,... dv,; ora per
Ia regola di trasformazione dei differenziali multipli deve essere I, =F,J,

o v - Y o . . .

ove .J = ?E e —i——) &’ altronde J ¢ anche il modulo della sostituzione lineare
(T, e Uy ) '

delle dir a mezzo delle dv, eppero la F,=F,J ci dice che F, ¢ un inva-

riante della quadrica (1), cosicche, se D, ¢ il diseriminante del secondo

e, oony,)

membro della (1) ¢ (' e p sono due costanti, deve essere I, = O'Df; questa
1

. N 5 -y -2 N . ) bt N
poi ei A3 F, = F.J#, e cosi si vede che deve essere p = 5, cloe

F.= ¢V’ D,, ove ¢ rimane arbitraria.
Nel seguito noi prenderemo sempre € =1, cioé faremo

| =

X3

N O
d p= D" duy . dug. (‘-)
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Forma geodetica. — Se le u, = cost sono geodeticamente parallele si pud
prendere %, — °, = arco delle geodetiche ortogonali alle u, := cost a partire
dalla w, = u", e allora (BraxcHI, Geom. diff., 2." ediz.) ds, assume la forma
geodetica : ds' = &, + ds*, ove ds, ¢ I’ elemento d’arco sulla u, = cost; ora,
se D ¢ il discriminante di ds°, ¢ poi anche D il disceiminante di ds*, e
quindi per la (2), se @"~'p, ¢ 1 elemento di estensione sulla u, = cost., si ha

dwp =du, d ]1‘11 , 3)

che puo dirsi la forma geodetica dell elemento di cstensione. La (3) integrata
rispetto alle #, , u,, ..., ¢i da

dp = p, du, ' 4)

ove p, ¢ funzione di w, soltanto; ¢ questa con una quadratura ci da I’esten-
sione (o volume) p dello sirafo geodelico luogo i una geodetica di lunghezza
costante che con una sua estremita descrive un’assegnata porzione p.° della

= u,” e si mantiene ortogonale alle wu, = u,".

, |

L' elemento di estensione di un luogo immerso in uno spazio metrico-pro-
jettivo nella sua forma metrico-projettiva — Ampiezza.

I} ora innanzi indicheremo con S, uno spazio ad » dimensioni metrico-
projettivo e con K la sua curvatura costante; con z,, 2, , ...z, indicheremo
poi le coordinate projettive omogenee di un punto genervico di S, e infine
con f,, = o 1’ equazione dell’ assoluto in §,. Con p, si intenderd una por-
zione fnita ad m dimensioni (m <n) di S, e con d'p, (» <m) una por-
zione » volte infinitesima di p,; cosl I’elemento lineare sara indicato da dp,
e 10l assnmeremo c¢ome nota la formula metrico-projettiva -

‘71)1 — l/Qza; Qazdzr — Pzan . (])
l/'j{ Q

&

Si puo da questa ricavare facilmente d“p,. Allo scopo osserviamo che

le coordinate x di un punto generico di p,, si possono pensare come date

: .

2

€ byomz Uy Qi — Qi Qe (L =1,2...m), e si indica con ds 1 elemento
lineare in p,, , mediante la (1) si trova subito

o) 02

funzioni di m parametri ¢, ... ¥, indipendenti; sicché, se si pone x'=-

¥, b dei de

. ? )

iFr= — (2)
Ko,
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Se dunque D é& i] discriminante della quadrica differenziale (2), pel § 1.°
avremo ,

dnpy, = I/T)' (?,r, cZ;z. veo Q%m - ) (3)

D’ altra parte si trova

! e e e o - : L LI O L ¢ e 3

i H )

H

7 ba i __ 1 ' — 1 0 by ... b
= e T T T w2 | W I ) ——
; I 02, i ]\'WQ n ih ‘A,mL)Zm + .
: xr P . P
[ « o« 0 bml L bmm
Quy Oyt cee 2 m
— __...._]._.__ Q00,0 L. Qzlrm ;
]- mQ m 4+
a . . cee e

o 0 Q N
Sp iy, <ga,d e oo SSomom

N o ; .
Sicche, ponendo iz = = dp; = a'dy,; , 1a (3) prende la forma wmetrico-
oti

projetiiva
(33 ) (8]
1 ~Tr wxrll:r ooe Sead _]_-_
‘7"‘_]‘1;: - S I [LE RN o F N oo Qazd =
n m o4 1 1 1 1 m

’ (4)

. . . e .

Qi 2297 wdgerse Qd md =’
n m 1 m m .

Ja quale per m = 1 rida la (1).
Caso m=n. In questo caso il determinante che compare in (4) & divi-
sibile pel diseriminante a di Q.. e Ja (4) prende la forma pit semplice

(x dyr oo dux) VA .
d'u_bn = ] n "_'*'_1 (D)
f\’z Qm_? )

ove (x dax....d,a) & il determinante le cui righe sono le 2, le dz, ... le d,x.

Caso K = o Ponendo Q.. = u,’ -} Kow,, ¢ passando in (4) al limite per K=o
si ottiene d"p, nell’ipotesi non Euclidea; allora poi #,=o0 & I'equazione del-
I iperpiano all’infinito ed w,=o0 V’equazione di una ipersfera, che, senza
danno della generalitd, pud anche ridursi ad un ipercono-sfera (immaginario).
Josi si trova pel caso Enclideo.

0 — U — Uy . e —_
> r!la a,z
U o, A" JI
dmy _‘; By zr ,ni).» wd @ . (.)
P = um+ 1 ( g
x "o . . ) .
I . W L W W Y W, .
Hmn. ﬁma P :.’mn d].: dm.r llmzr
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In particolare per le coordinate cartesiane si pud prendere
o ° . 7
=re=1 , O =224... 24> + 28,2, €08 01y .. - Zin_ 1%n €OB O _ (7)

essendo 6, 'angolo degli assi delle 2; e delle z, e la (6) prende in tal caso
la forma:

Apu=| Otz az (8)

. .

Se in (8) si suppone m =n si ottiene:

1] =

1 i
i & i

APy =1 . COSik . P dixy . l ’ (9)
: |

la quale, quando si prendano per variabili indipendenti le stesse x,....z,,
prende la nota forma:

- iolv-ﬂ

d"_p,,-—:é ccosip .1 odry ... AZn . (10)

Ritornando al caso generale si osservi che se si fa Q., = 2.’ + Il (2* 4-....
ceee+2,7)=1lewx,....z, diventano le coordinate di WEIERSTRASsS. (Cfr. K1L-
LI%G, Die Nicht- Euklidischen Rawmformen, 1885, pag. 71) e la (4) prende una
forma particolare che & stata data dal KrLLiNG stesso (1. ¢., pag. 86) dedu-
cendola dalla teoria dell’equivalenza Enuclidea (la quale & valida in ogni
spazio abbastanza piecolo). Cosl pure un caso particolare (i (3) I’ ho trovato
in una memoria di DE Fraxcesco sull’Idrodinamica non Eueclidea. Ma né il
KrvLixe, né altri, io credo, hanno avnto occasione di pubblicare le formule
generali (4) e (5).

m

Ampiezza. — Noi porremo d’ora innanzi ‘p,= I * P € divemo “p, 1’ am-
piesza estensive della figura avente per estensione p,; -p, € una quantitad as-
soluta che pud essere reale o immaginaria pura o complessa anche se , ¢ com-
posto di punti reali. Volendo determinare « priori il segno di (d™p,)’, si indichino
con 2°,2’,...2" n+1 punti reali non coiperplanari di S, fuori dell’ asso-
luto e el resto in posizione arbitraria; cambiando eventualmente il segno
a tutti i coetlicienti di Q,,, si potra supporre Q0> 0. Allora colla sostitu-
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'3 y h

. N n :
zione lineare reale z, =X (h=0, 1....2) la quadrica ©,, si cangia
2

oi|/ §1,0,0
Ziys, Qe
§5950
delle forme canoniche di ¢, (¢ quindi anche di quelle di @), sarhi T~ (CE-
SARO, Anal. alg., pag. 75) il numero delle variazioni della successione 1,

Ad,=1, 4,,.... 4,, essendo in generale

nella quadrica (&, = ; @ se T & il numero dei termini negativi

D900 L. QoM
1 .
dn= 550 o e e (m=o0,1,...n). (11)
""(: 50 ; me’o e szzm

Nel caso ellittico la (0,0 > 0 ¢i da =0 e quindi tutte le 4 sono positive.

Nel caso iperbolico la Q> 0 ¢i dd ¥V =u ovvero F =1 secondoché 2°
¢ interno o esterno alla quadrica Q. = o (*). Se 1"=mn, le 4,, 4,.... 4, sono
alternatamente positive e negative; se T=1, vi ¢ un valore minimo u di m
pel quale le Ay .... 4, sono negative mentre le 4,, A,.... 4y_, sono po-
sitive (1=<r<n).

Osservando ora che per la (4) la (d,'p,. )" ba la stessa forma di 4,, e che
per essere 4, omogenea di grado 0 nelle Q il segno di 20,e non ha intluenza
su quello di A4,, concludiamo:

Nel caso ellittico I’ampiezza ¢ reale in porzioni reali di §,;

XNel caso iperbolico e per porzioni reali p. di S, avviene che:

1.° se p, ¢ interna all’assoluto, la sua ampiezza -p, ¢ reale o pura-
mente immaginaria secondoché m & pari o dispari;

2.° e invece p, ¢ tutta esterna all’ assoluto, I’elemento d’ampiezza
d™p, nell’intorno di un punto generico di p. pud essere reale in alcune re-
gioni di p. e in altre immaginario puro, secondoché (chiaramente)1’,S, tan-
gente a p, in quel punto & esterno o segante dell’ assoluto; tali regioni sono
separate fra loro da luoghi di punti in cui il detto S, ¢ tangente all’asso-
luto e nei quali gnindi d”p, =0. Cosi p, puo risultare reale, immaginaria
pura o complessa.

3.° se p, € in parte esterna ed in parte interna all’assoluto ma con-
nessa, vi saranno dei punti in cui d™'p, diventa infinita; il che non impe-
disce che Dintegrale m-plo 'pn possa essere finito (reale, immaginario o
complesso). '

*) X1 osservi infatti che la forma canonica dell’assoluto data da YWeierstrass: 1, =
)

=4 I (rl T :t-’) & positiva per (%1 =J&s=...anp = 0), sicché per A << o si har Ny == 0
o ”

quando x ¢ interno all’assoluto. Allora Q. sara trasformabilé con sostituzioni lineari reali

in == 7% secondoché x° & interno o esterno all’assoluto. epperd, poiche T, ha » termini

negativi e — Mo we ha 1, sard appunto "= » nel 1.“ caso ¢ 1"=1 nel 2.°,
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Ampiezze rettilinee e angolari. — Per avere la distanza ira due punti y,z
basterd cercare la lunghezza p, del segmento compreso fra essi; per il che
bastera nella forma (1) dell’ elemento lineare porre 2 =1y + xz e, prendendo >
per variabile indipendente, integrare fra o e ~; cosi si trova facilmente:

Q. \
08 Py = —— (11)
Q.’l.’l(-):z
Ne noi cangiamo le 2 nelle loro contragredienti w e quindi (,, nella sua
aggiunta «,,, I'ampiezza estensiva ‘p, si cangerd nell’empiczza angolare ¢,,.
In particolare I’elemento ’angolo sara dato da:

‘.

-
l/ (0] (.'.)I i —_— :
wu  dudu wdu )
dyy = —— =800 )
h n ’ (1./)

donde per Iangolo di due iperpiani v, w si ottiene come in (11):

_ O B
€08 gy = —— . (13)

IV o e
o w

Se n=2 la (13) da I’angolo di due rette di un piano; se & ¢ il loro punto
comune e y e 5 sono due altri punti distinti di v e w rispett., da (13) si ottiene:

JONS SRR T W
o gy = e (14)

=
|/.’99—9'}99-—9"-
C T ae gy >y ) Zx Iz = V)

dalla quale a mezzo della (11) e simili si ottiene la formula fondamentale
della trigonometria non Euclidea identica alla sferica quando i lati e gli
angoli si misurino colle loro ampiezze.
Per la realitd o immaginarieta delle ampiezze angolari valgono regole
correlative a quelle stabilite per le ampiezze estensive.
E opportuno intine notare i seguenti due fatti:
1.° I’ ampiezza estensiva di una figura eguaglia 1’ampiezza angolare
della sua reciproca-assoluta; in particolare S, ha I’ampiezza estensiva eguale
all’angolare.
2.° I’ampiezza (i una figura generata da punti di un S, subordinato
ad S, eguaglia I'ampiezza della figura generata dagli S, _,, che projettano i
punti della prima figura dall’§, _. _, reciproco-assoluto del dato S,.
Avvertenza. — La parola ampiessa ha qui un significato tutto differente
da quello attribuitole dall’illustre prof. 1)’ Ovidio nella celebre Memoria
Le funzioni metriche fondamentali negli spazi di curvatura costante (Ace. dei

Y

Liincei 1876) ove non ¢ trattata 1’estensionimetria differenziale.
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§3.°

Estensione del tubo rettilineo infinitamente sottile.

Indicando qui ¢on ¥,,%,,...%._, le n variabili indipendenti, la (6) del
§ 2.° si scrive
., (r dor dx...du _ 7))/ K
d- ])u = \ > o | _.].A..;—'.__‘f_..l SRS Al (1)

o 2
x
.'?‘upponiamo ora che le z siano tali funzioni delle #,,9,,...9,_, che

restando costanti le ¥, ..., _, il punto = al variare di ¢, descriva una retta;
allora integrando le (1) rispetto a », si avra Destensione d"~'p, del tubo
generico di un sistema di >c*~' tubi rettilinei di sezione (% — 1) volte in-
finitesima. Per scegliere le 2 nel modo voluto siano ¥ e z i punti estremi
del tubo generico; allora le % e le £ si dovranno supporre date fun-
zioni delle sole 9, ...9,_, e per ogni altro punto 2 del segmento basteri
prendere

nxr =y -t g0l (2)

(ove si e tralasciato I’indice comune alle z,7y,s) intendendo che 2 sia una
funzione omegenea di grado — 1 mnelle z e di grado 1 nelle ¥ sempre finita
e non nulla nel campo di variabilita delle o, ...9._, e del resto arbitra-
riamente fissata, mentre p & un coefliciente indeterminato di proporzionalita.
Si avra intanto

® 7
a*pa ’ .
a»— l])u = / ’a’i‘; d:Fo 9 (3)

o

ed io voglio provare che, nell ipofesi (2), la quadratura (3) ¢ eseguibile ele-
mentarmente.
Differenziando la (2) rispetto a 2,,9,...%9,_,, avremo:
ndox 4 xdop = Aodpo n
. : ()
udix 4 xdip = d;iy + pordiz + gosdil (i=1,2,...(n—1))1

Dalle (2) e (4) otteniamo intanto
po+l (@ dox dyx oo dayx) = (pr pdo pdi@ .. pda ) = (p2 pdox + xdop o pln_ @ 2dp_n) =
= (¥ + porzr 2edpo ¥+ Pordyz + Gos@ A oo dn_ 1Y+ Poddn_y 2 -+ otdu_ X)) =
=y 2 Ay oordye oo du_ 3+ 22dn_y2) 2dzs . (5)

e NE R AT T
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Poniamo ora per brevitd v =92, donde d,v=1dp,; allora, se scriviamo
dv in lnogo di dyv, la (5) ci dard

7

P (2 Aot o day 1) R=(y 5 Ay ode oo dasyy vdany )/ Ra . (6)

Sviluppando poi il secondo membro di (6) secondo le potenze di v avremo
infine un risultato della forma:

P dor oo da T A=t Ao S Ay Ao dus vt Ly (7)
ove
do=(y zdy ... da_ 1)} 3 , 4, ="(:_j‘. —E%:%_) di |
dy= 'l"li ;z;) dis, ece. ()

essendo ben chiaro il significato delle derivazioni simboliche qui comparenti.
Da (2) rieaviamo inoltre

n+ 1 n4+1

\
2 ; 2 '
!_1n+ ] 99'2: = e Q!,y + 2’/9.1{: "*" i Q:Z ‘ . (9)

Da (7) e (9) ricaviamo infine per divisione

doF+ A+ dp_yyn? 7
n+1 7
2

(10)

an Pa=

i o
1 Qyy + 2v2yz — v* Qe

la quale & manifestamente integrabile elementarmeute rispetto a v.

.

Si pud tuttavia indicare un metodo peculiarmente adatto alla integra-
zione della (10). Avendosi da (2)

pe =y, - (11)
ne ricaveremo

{ L \ ' \ 2 2
t Qrr Qz — Qﬁ = ny+2‘lgy:+ v2Q:: 4 Q: — { Qy: +vQ.: | = Q!/yg;;—f.’yz . (2)

Se dunque ¢ ed r sono le lunghezze dei seguenti za, zy risp., si avra

Qg Qy: v Q.- Qye
cot*p= = v , cobrr = ———¥

: / E P
C ¢ —_
l/ 0 Qe — 2, l/ Oy Oz — O V Oyy 0z — 2,



Ricerche di estensionimetlria differenziale, ecc. ' ' 29

donde
1 1
2 "?
(cotg —cotr) — v=(cot 'z — cot r)gen "r Q. Q ;
sicché, facendo
11
s 0?2 2
=020 %,
£1 avra
p (r—>2) 1 1
en-(r—po -5
P R 02 9o 2 13
v Fo Qel] - o & 3 ( )
donde
1 1
2 T 2 sen °r
y=—0" 0 R IS
dv= Q. Q. fen? g dz .
Da queste avremo intanto
ntl
. A; nyz sen -r
dividy = — PP X senn 11 X sen‘ (r—p)senn—i=1 . (I‘p . (14)
e
Q
Yy &=

Inoltre, essendo per Ja (12)

o
Q,, Q.. — O
. SEyy =TT . /0.0
sen 'r vz 17 Qaz Q:=
et L Qpy= ————X ———X L Q=
I/ Qyy Q= [/ Qpy O — o

1
o 2
=p|/ Car= ) Quy -+ 200y +v* 2 1,

la (14) ¢i dara

o r
i dy = . .
; is(r-g) senw —i~l.g g ..
n+1 n—1i i+1 seni* (r-p) pdp, (10)
27 P 2
) -+ 4 ey
. . L vy Zl“'/- + ] —2!/“/ 9.:: sent °r \')

giacchd da (13) risulta p =0 per v=o: e z=17 per v=o0 ¢ | limiti si deb-
bono invertire a cagione del segno — che compare in (14).
SERIE 111, VOL. VIII (.dppendice). 4



a,3) Ty B B
V.r =/sen *(r-p) sen’ cpdp  (24jp=n—1;u,8=0,1,...(n—1)). (16)
-0

7 (2,B)
Allora il secondo membro di (15) diverra per i =Eg: —al{— 'Bc/ﬁ’ e la (3)

per la (10) ¢i dara:

o, n—1: T I,n—=2 1'("—1’(';
-1 e —.,A__._r s -.-——-.T 3 . i . n
e = o Boma i B Pt Browe (17)

I’ integrale Tfff"’) si puo chiaramente ottenere con metodi elementari in
termini finiti; noi riterremo percio T'f;’j’” una funzione nota di » che diremo

vettoriale dei gradi = ,% di -r. E facile riconoscere che

rff,$)=1'f§-“) ) (18)
I7(04"#)
Diremo invece rapporto vettoricle la qﬂanﬁt’g"@%‘ ’
Siceome
(=,8) :
fl,p 2
R e 9
0

(come si vede subito con successive integrazioni per parti), cosi si con-
clude che:

(XN

!
. N a . 22
il rapporto vettoriale Enclideo = —

(20)
" =

i

LR

cioe¢ ¢ indipendente da 7.
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$ 4.

Tubi rettilinei imprimitivi e primitivi

Calcolo intrinseco dei primitivi.

Tn tubo di sezione generica » — 1 volte infinitesima si dird di specie
a— 1; oceorrono o=*—1! tubi i specie » — 1 per empire une spazio finito
ad »n dimensioni. Affinche dunque un sistema di o<»—! tubi rettilinei di
specie n—1 di un S, sia determinato bisogna che le coordinate projettive
9,2 degli estremi dell’ ass¢ (i un tubo generico siano tali funzioni delle va-
riabili ¥;... v, che le coppie di punti yz siano =<"—!'; vale a dire se «
variabili 9 entrano soltanto nella ¥, £ soltanto nella z e se y variabili ¢ sono
comuni alla y e alla z, bisogna che sia a +g 4+ v =n—1. '

Siano L, M iluoghi ad « + 7y e £+ 1 dimensioni descrltti rispettivamente
da y e z al variare delle ¥; allora per ogni sistema di valori delle ; varia-
bili ¥ comuni alle funzioni ¥y e = resteranno fissate su L ed M due zone
L', M ad « e 2 dimensioni fra loro corrispondenti in modo che le oo*?
conginngenti rettllinee i ogni punto di ' con ogni punto di 3" apparten-
gono tutte al sistema degli oc®—! assi dei dati tubi di specie n—1 e for-
mano un sistema da dirsi di dmprimitivite del sistema totale, inquantoche
ogni trasformazione puntuale che cangi il sistema totale in se stesso ed L
ed A7 in se stessi deve pure cangiare fra loro i detti subsistemi. Si avranno
oof sistemi di imprimitivitd e i corrispondenti fubi di specie n—1 si di-
ranno v volte imprimitivi; se y=o i tubi saranno da dirsi primitivi.

Gli assi di un sistema di imprimitivita infinitamente vicini a un asse
generico del sistema formano un tubo primitive di specie « + g che genera
il tubo di specie n — 1 7 volte imprimitivo come un punto genera uno spazio
a v dimensioni ; volte infinitesimo. Il tubo primitivo generatore del tubo
Y volte imprimitive ha alle due estremitd due strozzature ad =z e g dimen-
sioni ed « e g volte infinitesime che possono considerarsi iperpiane, ed &
formato da tutte le congiungenti del punti di tali due piccole falde iper-
piane; le quali, poiché per un punto generico non possono passare due di
dette congiungenti, staranno in una determinata ed unica falda iperplanare
ad a + 2+ 1 (=n—1v) dimensioni, rettilinea ed = 4 g volte infinitamente
sottile contenente tutto il tubo. Le due strozzature del tubo primitivo ge-
neratore dell’imprimitivo generano poi le strozzature ad a +y € 34 v di-
mensioni, « 4y ¢ g4 ¢ volte infinitesime epperd iperplanari.

Tubi primitivi di specie » — 1. — Ritenendo che le P o Py entrino nelle y
e non nelle £, saranno nulle le d,z...d_z; e poiche, per Pipotesi y=o,

ty
le rimaneaiti Fuy o+, entrano nelle z e non nelle y, saranno nulle le
, -
d Yoo d .

%y n—1J

e o



Allora il determinante (y,z,dy+'dz,...d \Y+vd, | z)siridurrd a

n—
(_;,d y...4.9,7,d, a.‘.zln_lf'\uﬁ; percio tutte le B de § ° si ridurranno

a zero eccefto B s che avrd forma monowmia,- cio¢ si avra

L §

M =(y,(Z,y.v..day,:,dM_ls...d z)l/A ' _
g =~ ; (1)

sicche I’ampiezza d"7'-p, del tubo rettilineo sard data (secondo la (17), . ¢.)
dalla formula monomia:
]-(“1 r’)

sen* .r

dqn -1 P == 1) (2)

Occorre ora interpretare geometricamente il fattore B . Allo scopo in-

dichiamo con d*'s T ampiczsa estensiva della strozzatura 1, con d’i Pampiezza
angolare apparente delle strozzatura z vista dall’ S, che contiene la strozsa-

Q

tura y, ¢ infine con a la distanza del punio z del detto 8, . Dico che sard

1

. -
B . =d"sdasen” .q. (3)
Ly g
Dim. — Intanto si avra (I* § 2)
1
) Q. q 9, 4q 3
~y¥ =Y 1.'/ e =Y 2"’

o . . . .o

)

(f] Qi ydy oov Qi ya
da.vy a4 o Y

e

9]
=y

Se v & 'S, tangente in y al luogo L,, cio¢ se v & I'S, passaute per
glia+1puntiy,y+dy,...y+dy,esee I’Sa tangente in z al luog;o L.
cioe passante pei punti 7,5+ d, ag freee 2T d . %) per definizione d°s saril
I’ ampiezza angolare della stella formata dagli S as passanti per v e projet-
tanti i punti dell’intorno di sz in &; segando tale sistema di SM co]l’;S' s
polare assoluto di ¥, si avra sopra w' un punto 7' (projezione di 7 da n),
Iintorno del quale (I* § 2.°) avrd un’ampiezza estensiva egunale a s, Per

definizlone si ha poi:

 J— 1 — 1 - »
Q- ,L’,zl,,; =0y vee. Q4 yi=o0. (0)
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Queste differenziate rispetto a Puy 1002 C 11’ osservave che le y non

contengono tali variabili, c¢i danno poi anche

0, 1— Q Jd= Q d= \
Qua d=0 , Qyd = 0 5 . Qiyoa d=0
%4 1T %4y & x4 ) N
e (6)
Qua =0 , Qya d=0 , ... Qiy4a Jd=o0.
no Von-) @ n_ i
scearvazi i e 1)
E per I’ osservazione fatta sara
D011 0.l 1 0.1 ) J
; =z =z d“+1: see &z d"-lz HE)
..da_'ﬂ..- d“"'l' (la_}_]., . d“"'l‘ d,‘-lz !
i
PR « o . . e e e e e e e
: ! (7)
. Q R ) da, ... Q4 2 2
5 n_ n_ %" n_)] m_
L : ! SR .
Pl
Q1

0 posto si osservi che ' deve essere per definizione un punto del-
1’8z, passante pei punti v, v+ dy, ... y--dzy, z, cioé si deve avere
con convenienti valori dei coefficienti 7, , 2, , ... 2a, n, v:

vi=1loy 4+ 4 ... 42y Ayt et (8)

~o
~o

. . rtx . -
e 1 rapporti —J~-° ' ... = si determinerebbero colle (5).
3 p v ‘

’ v
Da (8) differenziando rispetto a %a 4, ... ¥,_, siha, poiché le y non con-
tengono tali variabili, '

1z - ody =ydido 4 diy dilr - .. A A ydidg +pdist 4 Sdip (t=241,. en— 1). (9)

Da (8) e (9) ricaviamo poi:
-

341 . - - = ve . ud. - = . =
VL (g,dy oo dyyyeydy, s e dn_xz) =(ydy ... ld'a”’ 12yl e W, 8 ) =

— F . e~ ~ ~ Dy (] Sadl s By fr—
= (y’dr" (Fny,u,vdand—*—.,dh_l/ e /(7“_1.,—7—4?”_11)

=AY seee @Y oD o0t yd, G-

4,- dr” d 4.4 dyy dn_,;‘a -t ;1(7"_1:1 +,’51d”_lp ) =

n-1"1

—

—_ - ~ ~ Al Al .
"‘(.’l:d‘.’/l7'--da.'/ql“lypda_*_l*l'}'*]dl_._lp!-"P(’n_l" rads (7"_13-')—

=(,1/,d1 Uypeew Qe dy B d 2 phr (10)

e R T



2 (yad’yy'-'day’glsda+1~ yeeed pE @ )
v EIT %1 B4 V0 ) (11)
2 2
(4] [¢]
Ty T2

Ora il quadrato del determinante del secondo membro i (11) moltipli-
cato per A da il determinante

] Q [s) 0, .1 Q . Q R |
i Lyy Sy d]y o 2y dgy <y ey dz.‘_ K cee =y d"‘_l- I
i : |
i |
i
: 1 1 O !
i Qday v quy dly ce grlzy Ay Qel:‘.(y: eray da+]: eoe Yoy dn—l" :
| ' : |
' T - |
i H
i 1 1 0.1 0.1.1 0.1 1 0.1 -
12y Q. ay R L 0.1 9 ay cee R, o2 i
' |
e . . . . . . . . . . . . - - . . . . - . - . . . . . . L4 4 . . 1
. 1
: |
! 1
f0q Jy Q% day o w.. 9 QA 0t dova Sa G
S, rF Y Sy g 4y * a1 Yad T 1 F Ay 1® ey’ 17 Tuo1”

il quale, avendo due matrici rettangolari formate da elementi tutti nulli
(a cagione delle (5) e (6)), si riduce al prodotto dei due determinanti eom-
parventi in (4) e (7), e cosi la (11) per le (4) e (7) si serive

(12)

(13)

(14)

Se ¢ & il piede della perpendicolare calata da z sopra v Ja retta ts
sard quella (unica) retta che passa per z e si appoggia ad v ed x' e percid
sard la stessa retta zz'; inoltre il segmento =z' avrd un’ampiezza comple-
mentare dell’ampiezza del segmento (sf)= «; sara dunque

Q.. . T . — .
l/é;—gzlj-—oos <-2- a> —ren ‘a . (15)

Da (14) e (13) risulta ora manifestamente la (3). C. D. D.

Py
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Osservazione 1.*. — Da (2) e (3) otteniamo

(=, )
- T. % i ;
a 1'1),,::63,;,—7. sen' v d o ¢7ﬁ7 ; (16)
»
dividendo questa per K e passando al limite per K = o, avremo pel caso
Fuclideo la formula (efr. § 3.%)
al §! -3 [
dnlpy = —7—1',')— aB+'(7 s (Z-sa . (1%)

Osservazione 2.*. — Potendosi in (16) o (17) scambiare y con z, avremo
cosi due formule pel calecolo iutrinseco del tubo primitivo.

Osservazione 3., — Se 2« =0, ¢=n— 1, il tubo ¢ una piramide col ver-
tice nel punto fisso 4 e Vangoloide in y a*7'z; allora poi a=7r e le (16)
e (17) diventano

dw—")..l'" — -[—(1‘7 D l) (7'1)—.\a . (18)

re qu-ls .
A=) pp=—— . (19)

n

Se invece z=n—1, =0, il tubo & una piramide col vertice nel punto

fisso z, la hase d*7's e Daltezza «; e le (16) e (17) ¢i danno ‘
_V_('n"l_, v‘) o
ar—lp, zs—en.TT'r sen ‘@ d*~ s, (20)
qn—1g
Av=ip, = a7 . . (21)

Nn

Non mi risulta che le (16) e (17) siano state finora osservate.
Osservazione 4.*. — La formula (1) si pud scrivere anche

1
1 0 —.2'
) ) ¢ Q
|2, Yag o Lyag Q,. N
B 1 l 947 243
&P wy1 B ’
3 e o 4 ! “ . v 4 e e e s e e & s s e s s ¢ e o s e (22)
yu ==
) Q
.Qd ,:ys‘)d dlz/' Ld 2y d ,::Ld . z3*** =d ,zd =
%P o4y a4-p Aty Xtp X4l X4-p Q4P

¢ in questa forma & valida anche se « 4+ f<n—1, cioé anche se il tubo &
contenuto in un Sx,s,, subordinato ad §,. Se per es. a3=n—2 e si
pone qualunque sia x

Ur= (Yol eeend Y y5, dogas e odng?, 7)), (23)




. - . e G, Sfarza | s’ SR i . .—_” N

indicando con e, la forma aggiunta di (.., 1a (22) si potrd serivere

1

11 je—w ®
2 a2

wro A | !
wu g Qi ) 4

W= .
B .= — = -— (in forma ablreviata). (‘J.‘U
Xop %41 P41 G421 Pl
S ERPN
Q- e Q“ 9

Yy = -y’/ =z

1’ equazione u,=o0 & poi quella dell’iperpiano che contiene il tubo.

$ 5.

Calcolo intrinseco dei tubi una volta imprimitivi,
Tubi trapezoidali.

Sia ¥, la variabile unica di cui sono funzioni ad un tempo le y ¢ le =

« slano per esempio 9,...%xy, le variabili che entrano soltanto nelle y: al-

lora saranno Fays...%._; quelle che entrano soltanto nelle z; e ampiezza
4" 'p, del tubo imprimitivo sara data da:

o

; , (1/,(7:}/,...(1-,+1]/,:-‘,(7::.;.2:....tZ,;_;:-,(l;_l/+w71:) ‘I;j['/A— » .
2= Je =
€ Pn = i v . (])

{ .9, 2 !
o i Q,,,,—.-—?I Qye — v Q.. h

Se dunque si pone:

B _(yadeyy. . daan gydatss . oduse, diy) [/ Ky \
w413 G4g P+l ’
0ot
vy =
. (2
s _ydy e Araay 8 dy gt duars, dig) A
ay041 241 P4g
0* o°
vy == |
alla (1) si potra ($ 3. 17 ) dare la forma
v (a41.3) 1 %5 B4) 3
dooypn= Yo e Ve p 3)
LIy ) sennr ’“4_1’3 C sengr Ay

Per interpretare geometricamente la (3) si ponga qualunque sia

=1y Dol ye.edag1l 2, 0a 405 gevetln_y2,7); (4)
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7

allora u.=o sard ’iperpiano mobile contenente il tubo generatore del dato

tubo imprimitivo; inoltre le (2) si potranno sctivere

1 1 1 1
U y 2,2 Ua & o’ a2
I e 1 uu o 1 uu
%4140 11 241 B4 %P+ 1 A4 a1 (5)
2 g2 )2 oo 2 o* 0? ot
@ Yy *.V'l e wu =z Tyy Q::

Ora sia d*~*g,_, I’ampiezza del tubo primitivo generatore; allora per

le (2) e (24) del § 4, si avra
1t
(=,7) 2
AN A
d"_:'!ln...lz _'_jl__-r o 120 (‘
senn =1y %41 34 ( i)
o o?
yu £
Per le (5) e (6) 1a (3) si scrive
r Zy1y3) d (22341) W &
A=y, = q Y., i 1 . + | ﬁ. 11 1 ’ Ar=2gn_; . M
I 7.5 %)gen - 3 7 V.r(x"“)sen oS T 3 i .
mul( ny wuu Q:: ‘

Ora, se h ¢ la distanza del punto qualunque 2 dall’iperpiano u, si ha

notoriamente
g ’
" (8)

sen *h=—=—7—7
2 2
O

® pE4
n " xa

infinitesime della distanza da u dei

se dunque d-a,db sono le ampiezze
punti 4 + dy, s -~ dz si avrd, poiché u, =0, u. =o0,

Uq y Ud =z
= M b = i_; : :
dra T 1 1!’ (9)
Z 7 2 2
Euu 'Qy/y D sz

per mezzo delle quali la (7) prende la forma intrinseca
y (2+1,9) ]7‘“(“’34-]).
Ver - b} dnrgn_, . (10)

Ju=1teay, = da
( r T.r<a’3) sen r + V.,.(“’ ) sen 'r

Tubo trapezoidale. — Cosi chiameremo un fubo unea volta imprimitivo quando
sia generato da un tubo primitivo piramidale in modo che P asse del tubo ge-
neratore descriva wna sviluppabile ¢ manfenga une inclinagione costante colla

linea descritta dal vertice.
SERIE II1, VOL. V11 (Appendice).



11 moto dell iperpiano u contenente la piramide gemeratrice pud com-
porsi di dne successive rotazioni infinitesime di u: una, che diremo normale,
intorno all’S,_. giacente in esso e polare-assoluto del vertice y della pira-
mide generatrice; e 1’altra di u su se stesso intorno all’ S._, giacente in esso
¢ polare-assoluto della projezione normale su w dell’ elemento rettilineo de-
seritto da y nello spazio. S

In entrambi i moti resta invariato il piano e l’angolo che una retta
di « passante per y forma colla retta descritta da ¥; in particolare Pwltesza
(in posizione e lunghezza) della piramide generatrice descrive nel moto nor-
male un quadrilatero piano infinitamente sottile che & un tubo trapesoidale
di 1. specic e che diremo la sesionc normale del tubo trapezoidale di specie

n —1 dato quando n>2.

Teorema. — Se¢ d--, & U ampiesza estensiva (areale) della sezione normale
di un dato tubo trapezoidale di ampiez=a estensiva &y, e ose A7, G
P ampiezza della base delle piramide generairice, si avra:

dot, dn=ts, _,

n—1 ' (11.)

ar=— l'_pn —

Dim — Se 4 & il vertice della piramide generatrice converrd porre in (10)
r=0,:=n—2. Intanto si ha:

or L3 o r
Alon=-2) . 3
1 :f gen (r— g )sen? "o d'r = Sell')‘/ sen”~*p ¢os 'p d'z — cos 'r/ sen® 1z dz.

or

o L °
Joe .
A1, n—=2) ~{o,n—1)
¥ 1 T
By T (12)
sen® °r n—1 sen® °r

~ Per la formnla (20) del § 4 si ha poi, se It & Paltezza della piramide
‘eneratrice .

@ gu_,y
-V-(a , n—2)
o

=sen h dr">s, 3 . ' (13)

Per la (12) e (13) la (10) diviene intanto

],_(o yn=1l)
sen *h d'adn~* gu_s o 14
Av=dpy = 1 + ey (@b —cos v da)sen h d»~sn_, . (1)

Cid posto, sia t il polo-assoluto dell’iperpiano n contenente la piramide
eneratrice; il triangolo (¢,y + d,y, # 4+ d,z) ha i lati (¢,y+dy), (¢,544ds)

03

erpendicolari ad « ed uguali a - — d'e,- — d'b, mentre ha il lato (y -+

1o

-d/,-+dz) che pud considerarsi eguale ad (yz)=r. Inoltre, poiche le
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rette (yz) (y -+ dy,z-} d,z) sono per ipotesi in uno stesso piano ed equin--
clinate alla retta (4,y + dy), le rette stesse nelle vicinanze della retta
(¥, 4 dy) sono da considerarsi come aventi un parallelismo Euclideo, ep-
perd la (y +dy, z+ dz) nelle vicinanze della (y,y + dy) avrd un paral-
lelismo Euclideo coll’iperpiano «, vale a dire sara perpendicolare alla (£,y+d,y).
Dunque nel predetto triangolo 'angolo in (9 +dy) & retto (a meno di

infinitesimi di 2.° ordine); se ne conclude la relazione: cos (—0— — d'b) =
-l
= €0 (;; — (Z'a.> cos 7, ¢iod
&b = da cosr .(*) (15)

(*1 Ecco una dimostraztone analitica della (15).
Poiche y,y+dyy , + , 2+ d,;z debbono stare in un piano, si dovra avere per conve-
nienti valori di A,n,v
dyr=adwy 4 py+ve . 1)
Da yuesta si ha. poiche w, =0 , 4: =0,

ud]; = A 'udly 5 (val

e noi dobbiamo determinare A colla condizione che. detto ¢ il puuto ccmune alle rette

FaY ——ian. Fal
(y,y+dy) (2,24-ddiz), 8i abbia ang (lyz)=ang(ty+ dyy = 4+ d,2), cioe d (tyz)=0
quando t & fisso.
Ora, ponendo

2 ) . : :
A=10:0y— 2,0y , B=022y—2, , O=2,2:—2,, @)

#i ha (¢ 2.°)
COR (t_l‘;:)z —_—
V' BC'
e la condizione «7,{f372):0 equivale alla d,-cos (i‘;/:): o, cioé alla
1 v T 1 ] :
Bldd — 4B 3 a,0—4C 5 d, D=0, . 4)

ove per la (3)

Ay A =g 0 +20;:%ay— UdyLey—LQuyLedy—LyQya:,
1 ) 1 1 1

1

?(7] _’)‘:Qll uydly_ Qly Qni,y ' (5)
1 ' 0, 9 ), ¢

g MO= Sy a:t Q:Qay—LQulyas =Ly Layy -

(continua)
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La (14) per la (15) si semplifica e diviene

" dr' 71&-3- <
d"—l‘]h; — sen *n a n—2 . (16)

n—1

- Ora la sezione normale ¢ un tubo trapezoidale di prima specie, la cui
ampiezza d-, si ottiene da (16) facendovi 2 =2; si ha cosi

dry=sen *h d'a (17)
Da (16) e (17) si ricava la (11), che cosi risulta dimostrata.

(continuazione)
Poich¢ # +~dys , y-+d,y sono salle rette =t , yt risp., si dovra avere in conformita
colla (1) -
Tt
dz=vs 41t , d,.:/=—7”.l/+—,—, (6;

ove T & infinitesime come p e v. Sostituendo nelle (5) a diy e dyz i loro valori (6) ¢ ponendo

D=90y0;y—92yQ: , E=0.2,—9,9,, (7)
si trova

_ BN ypop D Lop ot Lo B, T
(71_-1_(‘1——27)_1—}-.],—7 ' 5 a,B= - B, 9 (Z,O—(z—- ;-) C+—{_E_,-:_4 s

colle quali ia (4) diviene

(\;——2 L) ABC+ B0 — "‘L’OI’_ ( {‘) AJ;O—ZA)EJE— 4R+ -?ABG: 0

= BO—4: &)

Ora. re 51 fa

Qi Qi Ly

a mezzo della (8) e (7) si trova facilmente CD) + AE=29,.F , B(— 4* = 9,, F, cosicché
la (8) diventa

Q-
— 4
A= o - (9)

Per 1a (Y) 1la (2) ¢i dd poi

Uq = Ud
9-_:/: 1"/

l// Q;:_u)_,:,—, l/ Uyy Q:: I/ Quy Ouu

e —_—

che equivale alla (15) del testo.



RIGERCAE DI BSTENSIONIMETRIA INTEGRALE

NEGLI

SPAZI METRICO-PROIETTIVI

Nota II.

(Seduta del & febbraio 1907).

S
Y 1.

Ampiezza di tutto lo spazio proiettivo e dei solidi
e superfici ipersferiche.

Nella mia Nota precedente, che indicherd con [D], ho stabilito (§ 5)
che I’ampienza dei tubi piramidali di specie n — 1 & data dalla formula

n—1py=T " " Van—1g, (1)

r

essendo d ™ ~'s I’ampiezza dell’ angoloide nel vertice, r il raggio vettore dal
vertice alla base, e

T

‘Vf:’“"l‘_—./ senn—lpd-p, ) (2)

cioé T "~ @ il vettoriale dei gradi o,n—1 di °r.

La (1) si puo applicare immediatamente all’estensionimetria integrale
in aleuni casi che passiamo ad esaminare.

Ampiezza di tutto lo spazio projettive S,. — Sia indicata con 4, — Allora
per un’ osservazione gia fatta ([D], § 2) 4, sard la stessa sia considerata
come estensiva che come angolare; determiniamola come estensiva. Allo
scopo cousideriamo A, come la somma degli oo™’ tubi piramidali aventi il
vertice in un punto fisso @ (fuori dell’assoluto e del resto arbitrario) e le
basi sull’iperpiano ¢ polare assoluto di @. Essi avranno tutti il raggio vet-

. T
tore 7 = —

5> € Vampiezza dell’ angoloide nel vertice eguale a quella della
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base; dunque, poiché nell’integrazioné il raggio vettore passa due volte per
_uno stesso punto di ¢, si avra da (1) la formula ricorrente:

Ay — 1
Ap=2TP An_y. _ .
= (3)

2
Da questa si ricava anche 1’ altra

Ap==tAyg 17O T plon=2 .
2. 2 (4)

Ora da (2) si ricavano facilmente le formole
0,0 __ .,  qrio 1 __ . oo —1) . F —3 :
V_(T’ e, V) =1—cosr , (n—1) ) ‘: =(@m—2) Vf:’" )—Benn-2‘-;-cosvr, (5)

colle quali si pud calcolare per via ricorrente 7"~* per qualunque va-

lore di n.

~ s T
Facendo in (5) r = 5 avremo
Ho,0__ SICTS D . (o,m—1 __ (0,1 —8)
}1‘ y ! 12 s=1, (» 1”7‘1 _(71—.‘2)]7Tt (_6)
2 2 S El
dalle quali si ricava
_ (on—1 poyn—2_ T
(n—1) V;; V: — cost == 3 (,‘-)
La (4) per la (7) diventa intanto
2xdn-2
Ay =22200F (8)

n—1

Se ora osserviamo che la retta projettiva ¢ umna linea projeftivamente
chiusa composta di due quadranti, si conclude che

A, =x=: (9)
da questa poi per la (3) ¢i deduce
A, =2 (10)
da (8), (9), (10) si ricava subito
(per » dispari) A.,.:l2.:;'.____1717____j
_— @)

(per n pari) T . (n—1)



----Ricerohe-di-estensionimetria integrale, ccc. i3

- In particolare si ha

3
dy=r, Ay=2x, My=nt, 4, =" 4, =1, coe. %) )

Volume dell’ipersfera. — Ia (1) risulta subito, se r & il raggio,

ampiesza solida dell ipersfera di un 8, —=2 4n—1 l'f:‘"_j : ( 13)

n

- 2 . - .
dividendo per I e passando al limite per K =o si ha
volume dell’ ipersfera di un Sp Fuclideo =2 A,,_, % ( 14)

In particolare da (13) e (15) si ottiene per n =2,3

ampiezza areale del circolo =2 (1 — cog *r), (15)

ampiezza solida della Jich('L =2z ('r—sen ‘v cos °r); ( 1(;)

e da (14) e (12) si hanno le ordinarie formole per I’area del circolo e il vo-
lume della sfera.

Superficie dell’ipersfera. — Per la forma geoderica dell’elemento di esten-
sione ([D] § 1) e per la (13) dovra essere '

d-r(o.n -1
ampiezza superficiale dell ipersfera di un Sy —2 d,_, _7__" =2dn_;sen”—1r; (17)
. : ar :

donde per n=2,3 si hanno I’ampiezza lineare della circonferenza e super-
ficiale della sfera.
n—1

(s 2 s - c e
Dividendo per I' e passando al limite per i = o si ottiene:

superjice dell ipersfera di un Sn FEuclideo =2 dy_,77~" (18)

da (17) e (18) si ha per n=2: U ampiczza lineare della circonferenza.

N

L’ ipersfera reciproca-assoluta di una data di raggio *r & di raggio - — °r;

o]

. . . - <. T . .
cambiando dungue in (13) e (17) 'r in 5 — °r si otterranno le empicsze ango-

lari solide ¢ superficiali del? ipersfera. In particolare si avra:

ampiezza angolare della circonfercnza = 2 % c08°1. (19)

%) 1l coeficiente an considerato dallo Nchoute (Mehrdimensionale Geometrie, Vol 11,
2—471—1
R

pag. 288-290) ¢ legato allampiezza An_, dalla relazione an = \
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La somma dei secondi membri di (15) e (19) & 2=; ma & da notate che,
nel caso iperbolico e per un circolo interno all’assoluto, “r & immaginario
puro ([D], § 2) e quindi cosr & reale e maggiore di 1; dunque in tal caso
U awmpiesza angolare della circonferenza ¢ maggiore di 2 e P ampicssa areale
del circolo risulta, per la (15), negativa.

Aree piane non Euclidee
espresse per |'ampiezza angolare del contorno,

CUna linea piana non intrecciata, chiusa, bilatera (in generale poligo-
nale a lati curvi) divide il piano in due vegioni ¥ esterna e I interna defi-
nite risp. dal potere e non potere contenere I’intera retta projettiva *).

Se poi tale linea ¢ convesse avviene che una retta mobile che ]a'invi-
luppi sta tutta nella regione esterna e descrive questa due volte, perché per
ogni punto della regione esterna passano due inviluppanti; i fusi infinite-
simi descritti dall’inviluppante nei successivi spostamenti sono doppi dei
tubi trapezoidali i prima specie descritti da metd dell’ inviluppante, e I’am-

piezza areale di tali tubi ([D] § 5) & sen ‘hda, ove nel caso nostro ‘h = ;,,

da = angolo di cui ha girato I’inviluppante; siccheé, se a &1’ ampiezza ango-
lare tolale del comtorno, sara 2« I’ampiezza del doppio della regione esterna,
cio¢ @ sara ’ampiezza areale della regione esterna; percio, essendo 2= ’am-
piezza dell’intero piano projettivo (§ 1), si avra

ampiezza regione inferna =2 w —a. ( 1)

La (1) vale in particolare pei triangoli, e coll’ induzione si dimostra che
vale per qualunque poligono rettilineo non intrecciato hilatero, ¢ percido per
qualunque contorno bilatero non intrecciato, purche, naturalmente, gli sposta-
menti infinitesimi dell’ inviluppante si prendano positivi o negativi secon-
doché sono rivolti verso I’interno o verso 1’esterno del contorno: Siecome

*) Una retta projettiva nel piano projettivo & una linen projettivamente chiusa senza in-
trecei ma unilatera, come si vede osservando che un raggio vettore condotto da un punto fissato
fuori di essa nel piano dopo di aver descritta con continuitd tutta la retta giunge al punto
di partenza dalla banda opposta. Similmente un S,_; di un 8y, & un’ipersuperficie unilater:.
— Due rette projettive di un piano si attraversano in un unico punto; pereid ad es. la super-
ficie sferica ordinaria non € uno spazio projettivo, ma diventi tale quando essa si supponga
generata dalle coppie di punti diametralmente opposti: in tal caso I’ampiezza di una circon-
ferenza massima non € pitt 2= ma . — Il prof. Amaldi mi avverte che I’ nnilateraliti degli
spazi Sy_1 di un S, & stata stabilita la prima volta da Klein,
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un’ area piana si pud sempre deformare in un cerchio, risulta da un’osser-
‘vazione fatta nella chinsa del § 1 che P ampiesza angolare totale a di un con-
torno bilatero non intrecciato é sempre: positiza, e che (poiché nell’ipotesi Eu-
clidea il 1° membro di (1) deve annullarsi) le relazioni: '

aL2n , a=2=n . a>2=n (2)

sono risp. caratteristiche delle ipotesi ellittica, parabolica, iperbolica.
Da (1) si ricava ([D] § 2):

area interna « un conforno bilatero non intrecciato di ampiczza angolare a—=K(2n—a) (3)

ove & da ricordare che, se il contorno & poligonale-rettilineo convesso, « & la
somma degli angoli esterni.

Volume e superfice-laterale degli ipersolidi di rotazione
attorno ad una retta.

Sia a4 Pascissa dei punti dell’asse; =0 , 2=« i punti estremi del-
I’ asse; r il raggio della sezione fatta nell’ipercorpo coll’iperpiano normale
all’ asse passante pel punto x; e sia s la sezione di tale iperpiano col con-
torno dell’ipersolido; sard s la superficie di un’ipersfera di un S,_,, epperd
si avra:

§==2 Ay_ssenn—2 -y, ) (1)

Volume p. — Consideriamo il tubo piramidale ad » — 1 dimensioni col
vertice in 2 e la base sopra una porzione d"~*s di s; per lo spostamento
di z in 2 -+ dz tale tubo piramidale genera un tubo trapezoidale ad n di-
mensioni la cui ampiezza d"~'p sard data ([D], § 5) da

dn—2-s sen'r d-x
z - . . ("))

=1 g —
a=tp n—1

. La (2), integrata » — 2 volte per x costante, c¢i dard 1I’ampiezza dp
dello strato compreso fra I’iperpiano z e I’iperpiano z - dz nella forma

cosenr dx 2da_e o
4l°p:—’—l_1 = 7 fen” Top do, (3)

e questa con una quadratura fra o ed « c¢i da il volume p dell’ ipersolido.
Superficie laterale . — Sia ds la striscia infinitesima di o compresa
fra le due sezioni fatte dagli iperpiani perpendicolari all’asse e passanti
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per i punti x,z -} dz dell’asse; sia poi dm I’ elemento d’arco di meridia »
compreso fra le stesse sezioni. Allora, essendo i meridiani le trajettorie orto-
gonali delle sezioni con iperpiani perpendicolari all’ asse, per la forma geo-
detiea dell’elemento di estensione (",l)], § 1) si avra: )

d-g = sd'm. (4 )

E siccome in un piano meridiano le » = cost. sono linee di equidistanza
dall’asse e le z = cost. rette perpendicolari all’asse, si avra:

-

dm=1" @+ cos? r dat; (5

a mezzo di (4) e () dm & determinato con una quadratura fra o ed « non
appena sia data I’ equazione del meridiano: -r = funz. *z.

Caso in cui il meridiano & un cerchio. — Se tale cerchio & una linea di equi-
distanza dell’asse, si ha 7 ==cost come equaz. del meridiano. Allora da %)
si ricava subito

).A'n—.. -] e -
P=-, 7 rasen®! - r (0)

e da (4) e (5) si ha
d's==-scosrdx=24,_,sen" =2 rcosrdux,
cioe
ap

5=24y_s asen*"?rcos r = T (7)

Se invece r & variabile, prendendola per variabile indipendente, si dovra
esprimere z per 7, il che si fa a mezzo dell’equazione

€08 *p — BEI 7o BN *° .
cos (r— 1,) = T Con \ ()

che rappresenta I’equazione di un cerchio di centro (z,,7,) e di raggio g.
Allora indicando con 7, , 7, i valori estremi di r da (3), (4), (5), (8) i
ottiene

2An_ [T (sen To— €08 'p Sen risent2 ey dor )
p=- 4 == .
n—1 cos *r [/sen- *p — sen? ra—i—?coc *p 8GN T Sen ' — sen? °7
"
sen"~*-recosrd'r

Tl?
2 An_qg8€D p/ — — _
. 1,/5611‘z ‘s —sen? vy -4 2 cos 'z sen ‘rp sen *r — sen’ °7

‘rl

. (0

Ponendo z=sen 'r tanto in (9) quanto in (10) la quantitd da mtenmrv
prende la forma: funzione razionale (z, | a=*+ bz + ¢) dz, epperd: se il meri-
diano & circolare, p ¢ = si Possono in ogni caso ottenere in termini finiti con funsioni
elementari di r, ed 1,. Se r, = o, il segmento diventa ipersferico; se invece si.



fa *p == 7 il segmento diventa Zronco-comico (o conico) essendo g-— ¥,
I'inclinazione delle gemeratrici all’asse. Se b & la distanza minima o mas-
sima del merjdiano cireolare dall’asse, si potrd porre: 7, ===p=*p; allora
poi le (9) e (10) sono valide anche al limite per ¢ = oo, cioé pel caso in cui

il meridiano sia un orieielo.
n ﬂ—l

Dividendo -p per K’ e per K" e passando al limite per K=o si
ottengono subito i valori di p e di 7 nell’ipotesi Euclidea.

§ 4.

(n + 1) — edro-metria.

Un punto (iperplano) appartenente all’ assoluto si dird brevemente asin-
totico. Un punto (iperpiano) reale non asintotico si dird poi iperbolico o el-
littico secondoche appartiene o non a qualche iperpiano (punto) asintotico
reale.

Noi riterremo ora che, se 2.,=o0 ¢ I’equazione locale dell’ assoluto, sia
Q.. >0 per x ellittico; allora poi 2,, sara trasfoumﬂnle con sostltuaom Ji-
neari reali nella forma eanonica di WEYERSTRASS TI',J—Q - I (r b e - 2 ),
epperd il discriminante A di (., avrd il segno del (huummaute Vit (11 Wess
dunque

sell >0 . y sard A > o,
se K << o ed n pari, » A>o, . . 1)
se f < o ed n dispari, » A <o, \

Dalla stessa ipotesi segue che, se wm,, ¢ la forma aggiunta di @, sara

wye > ¢ quando Piperpiano w & ellittico; infatti da ¢, si passa ad «,, per
mezzo di sostituzioni delle z con combinazioni lineari reali delle u.

Suppongasi ora che I'(n + 1) — edro fondamentale delle coordinate con-
tragredienti « ed u abbia i vertici non iperbolici; allora per K - o le facce
saranno ellittiche e per K <o le facce saranno iperboliche; dunque

per K > 0 Sard: @oo > 0.0y > 04uues Opn > 05 {Joo > 04eeee Sna > 03
eper K <<o » oo << 0,0 < 0,yueeiun < 0; oo > 0yc0eeun>0;

cioe in ogni caso:

Op >0, Kopp >0 (h=0,1....0). (2)

L’(n 41 -— edro fondamentale divide chiaramente a mezzo degli iper-
piani-facce lo spazio projettivo S, in 2" caselle caratterizzate da cid che le
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coordinate 2 di un punto generico di una tali caselle hanno ra loro rap-
porti di segni invariabili. Una di tali caselle si dird metrica se tutti i punti
inferni ed essa sono ellittici; cosicché per K > o ognuna delle 2" caselle sary
metrica e nell’ipotesi K <Co (e (2)) una ed una sola di-tali 2" caselle sari
metrica. Noi aggiungeremo ora alla ipotesi (2) la condizione che la casella
positiva (cioé quella in cui i rapporti fra le 2 sono positivi) sia metrica.

Coordinate incentriche di punti. — Nella fatta ipotesi introduciamo un nuovo
sistema di coordinante : dei punti di S, ponendo:

In:gal/K‘”oo y &y =6 I/-K“’n:----xn=§nl/1f¢9am,

ove i radicali (che per le (2) sono reali € non nulli) siano positivi. -

Tali coordinate I saranno ancora riferite allo stesso (% - 1)-edro fon-
damentale e daranno luogo ancora alla stessa casella positiva. 11 loro punto
unita £, =¢, =... =z, sard poi Pincentro della casella metrica; ed invero,
se d,, ¢ la distanza del punto 2 dell’iperpiano u, si ha (com’® noto):

Ugy

gel oy = —————

l/ Qzr Wiy ‘

in particolare prendendo per x il punto di coordinate
To=1"Kwoo , ¥; =/ Ko, seeee T =" Kopn , (4)
e per iperpiano » un iperpiano fondamentale (per esempio 2, =o0) si avri:

un )/ Ko VE

V E;uh l/ Eh—h Qar

sen s, u = — quantita indipendente da 7;

siccheé il punto (4) ¢ effettivamente equidistante delle facce dell’ (n 4 1) -edro;
.essendo poi interno alla casella metrica, ne sard appunto 1’incentro.
Le ¢ sono percido da dirsi le coordinate incentriche di punti relative alla

casella metrica.

Coordinate incentriche di iperpiani. — Cosi saranno da dirsi le coordinate o,
contragredienti alle &; esse per le (3) saranno date dalle ‘

Up =

7 1
o =
|/ Koo |/ Ko,
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Equazioni incentriche locale e tungenziale dell’ assoluto. — Pongasi

Kogj .
7 =~ === (h,j=0.1....7); 6
"V Rom |V Koj; ! (6)
allora si avra dalle (5)
. . > T i
Kow = ESwpjuptj = KZ 0pj ——— . —=—
uu oy Wi W j j o VKmij
Kuwpj

Nn N = TR = 3 (7)

=3 ————
I/ KoV Kuj;

R‘rl‘yl =0. (8)

sara 1’ equazione tangenziale incentrica dell’ assoluto.

Caratteri metrici dell’equazione tungenziale incentrica dell’assolutoe. — Sia s;;
(h— =j) il diedro inferno alla casella metrica fondamentale contenuto dagli
iperpiani fondamentali di indici h e j; dico che, se =y, =0 & 1’equazione
tangenziale incentrica dell’ assoluto, sara:

z“j:;——colsaz,j ((];)___:__;)) (hyj=0.1...n). (9)

Dim. — Se.h:: j la (6) ci da effettivamente =,;=1 conformente alla
prima della (9).

Sia poi h — =j; allora 1’ equazione n;’f,l'j)=o dell’ assoluto nel fascio

degli iperpiani fondamentali di indici  ed j si avra dalla =,, = 0 ponen-

dovi a zero tutte le v ad eccezione di w, , 7;; si avrd cosl per es.: 7:(::1']1) =

’ 2 : 2 3 " 1 : . -
=", + 2%, %M — w; dalla quale si ha, se v ed %' sono due iperpiani qua-

(0,1

lunqﬂe del fﬂSCiO, nm )= Tlo ‘no + o1 (T“,T,l _I‘.ﬁo n)) + r‘ln] .

Se O & uno qualunque degli angoli fra v ed v, si avra poi

10,1y ,2
= ,}
/L

0,1) :(0,1)°
n(’)'t’,

T .

U

cos? =

Poniamo %' una volta nell’iperpiano di indice o (v, =1, %, =0) &
ur’ altra sull’iperpiano di indice 1 (vW,=o0 , v,=1); allora, se 6, , 6, s0n0
due angoli formati rispettivamente da % con i due iperpiani fondamentali
o, 1 del fascio si avra: '

(ot rnm) oy _(htmnmel |
_ob L0 (10)
W W

CcoR? 0y =

.« e Cend e e R RO AT
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Riteniamo ora che v sia inferno alla casella netrica ed equidistante dai

due iperpiani fondamentali o , 1, cioé 6, = ﬁ,=-'1l 9,,. Intanto dalle (10)

dovrad aversi ,
fotFay = L (% %y %0) L= Nt l FE R ) == (),

cioé (poiche Vipotesi 1 = m,, =0 & da escludersi (*)): v,====1,.
IV equazione dell’iperpiano bisettore + ¢ dunque di una delle due forme

3% =0; mala , + £ =0 ci di pel punti di tale iperpiano: = —1,

So — %
1

Sr

mentre pei punti interni ¥° deve sempre essere positivo; dunque I’ equazione
3 M

di % deve essere I, — ¢ = o0, cioé deve essere v, = —v,. Allora poi le (10)

c¢i danno concordemente

N :,1 (1—=4) (1‘—'-01)' l—l\o]
O T = T 1T 2(T—50) 2

Ma =i ha pure
.1 1+4-cos s

o8~

2 M 2
Dunque sara:
Te) =— €08 Ty

che & conforme alla seconda delle (9).
Equazione locale incentrica dell’assoluto. — Pongasi

i 700 o+« Ton

[}

: ; Ay . \
V:i L \'hj:%j (hyj=o0,...u): (11)

! ~hy

Tuoe e Tpa

Allora —= sard la forma aggiunta di 7y, e quindi la vz =0 & I equa-

zione locale incentrica dell’assoluto.
Ossservazione. — Siccome per la (7) si ha Ky = myy, cosi (poichd le (5)
sono reali) il segno di v sara quello di K"+'a; adunque per le (1)

avremo:
per K>o0:%v>0
(12)

per K <o: v <o

cioé in ogni caso v ha il segno di K.

(*) Se fosse =y =1, la -'.g:)‘ sarebbe un quadrato perfetto eppero il sostegno del fascio
farebbe tangente all’assoluto e i vertici contenuti in esso sarebbero esterni all’assoluto,

contro l'ipotesi che essi siano non iperbolici.
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Inoltre della Kw,y, = 7y si ricava (prendendo la forma agginnta d’ambi

v Zz

) o 1 e
i membri) : ; Q‘”:T" da cui

Q= !‘:hj . (13)

Per le (2) e (12) avremo dunque:

VooZ 0y V120 e Vo 2 0, ' (14)
e veramente saranno nulle tante delle v, quanti sono i vertici asintotici
dell (n == 1) -edro.
Coordinate baricentriche relative a un (% + 1) -edro non asintotico. — Se I’ (n + 1)
-dro non é& asintotico per la (2) abbiamo:

Qoo > 0 . Qll M; 0,... S > 0. (]5)
Ponendo dunque
Yo @) Sn
Tg—="— , ) = ceees Xy == T )
‘ /'Q"" ra ‘/Qll A " V' Qs (16)

ove i radicali sono positivi, si oftiene un sistema di coordinate ¢ riferito allo
stesso (7 +1) -edro e che danno luogo alla stessa casella positiva. Il punto
unitd di tali coordinate si dice baricentro della casella metrica e le coordi-
nate sono percid da dirsi bariceniriche. L’ equazione baricenirica locale del-
? assolufo ha chiaramente la forma Py =10, 0ve

Q5 . -
—= (h,j=0,1....n). )

VO VQj;

])},j =

Con un ragionamento analogo a quello usato per le coordinate incen-

triche si proverebbe che: se s,; (h—==7) ¢ lo spigolo che unisce i vertici h,j
si ha:

;o =) ) § _

Dij=, (hyj=0,1....m). (18)

Leos s (h—=)) ' :

Per le (12) ¢ (13) le (17)) ci danno poi:

1)],1':—"'._"ﬁ (]l,j:(),l...."), ) (19)

le quali per le (18),(11),(9) formano un sistema di formule (n 4 1) -edrome-
triche permetienti di calcolare gli spigoli a mezzo dei diedri.
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Se 9o, P1,... P S0N0 le coordinate baricentriche di iperpiani (*), vale a dire
le contragredienti alle ¢, ....41,4x, Si avrd per le (16)

‘uo-—(ﬁa‘/goo s Uy -—‘Plfv-u seeee Un==0n V| 01111 i (20)

colle quali si potrebbe calcolare I’equazione baricentrica tangenziale del-
1’ assoluto. Basta perd all’uopo caleolare la forma aggiunta della Pya = 0.
Si ponga allo seopo

H 1)00 crea 1]07;

e e e e e 4 o

i Do eses Pun

Dhj:‘. gp——_ (’l 7j=0,1'—-)l); (21)

)=
1 E\Ph 2

k]

e

. « Dy o
allora tale forma aggiunta sara l; e quindi Dy, =

ra ¥ equazione bari-
centrica tangenziale dell’ assoluio.

Ora poiché le (16) sono reali e a loro mezzo si ha ;.= p:z, il segno
di D sara quello di 2, cioé si avra per le (1): '

per I =0, :D>0 a
per K < O,npari :D>0 (22)
per X < 0, ndispari: D < 0. 5
Da queste segue che, se p & un iperpiano ellittico (essendo allora >0)
sl avra
per K > 0 :D;: >0
per K< 0,npari :D..>0 . (23)

per K < 0, ndispari:D... < 0. \
E poiche per I =0 gli iperpiani fondamentali sono iperbolici, cosi sara:

per K > 0:Dan > 0;per K < 0 ed n pari: Diun < 0:per A <0edn dispari: D> 0, (24)

\

cio¢ in ogni caso

’_‘%""> 0 (=0,1....n). © o (25)

. . . . Doy .
Ora da (6) cambiandovi w,, in ”'ﬁ—' risulta

'ADL,'

e —amae s (=0, 1u0m) (26)

I/It th l/ Dl:)

(*) B facile vedere che I'iperpiano unitd delle coordinate baricentriche passa pei punti
nedi esterni_de 11 splgoh e percid & eqmdntante dai vertici. Cid mostra la correlativitd fra

e S
uordmate inc tuche e Daricentriche.
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la quale puod seriversi anche

R = l—/_l);;.-l/ ij,(h,]_() J1o..0m) (Q',')
purché quando (D < o, D;; < o) il prodotto reale | Dy, |/ Dj; si prenda
negativo, cio¢ si intenda allora: /' Dy =+ 4 l/—- Dy s l/]_’)u =+ 1,[/-—1)

Le (26)e (22) costituiscono il sistema reciproco delle formule (n 4 1) -
edriche (19); per loro mezzo dati gli spigoli si calcoluno i diedri di wn (n+1)-
edro non asintotico tenendo presenti le (21), (18) ¢ (9).

Sub- (n 4-1) -edrometr a. — Vogliansi determinare i diedri di un (m + 1) -edro
subordinato per mezzo dei diedri del dato (n - 1)-edro. Per semplicitd di no-
tazione suppongasi che I’(m + 1) -edro subordinato sia quello di vertici 0, 1,...m;
riferendoci alle coordinate locali incentriche £ dell’ (n + 1) -edro 1’ equazione
V™= o dell’ assoluto nell’S, che contiene il fissato (m +1) -edro si ottiene

mm

da YV :z = v ponendovi &,,; =0, .... 3,—= 0. Se dunque poniamo
N i \-oo A \-om 2R . » .
1'»:; oo ,th=,c-\?]-;' (hyj=0,1...m), (28)
AU ¢

sard R il diseriminante di ¥z = o, e indicando con 7, il coseno del diedro
proprio del fissato (m 4 1)— edro ed opposto allo spigolo s, si avrd [ana-
logamente a (G) o a (27)] la formula:

(m) I‘7‘.I

T / Bnn l/;

che da quanto cercavasi.

B da notare poi che colla regola che esprime i minori d’ ordine m del re-
ciproco di v mediante v e i minori di v. (Pascan, I determinanti, Manuali
Hoepli, pag. 45), le (29) si potrebbero notevolmente semplificare; il che si
ommette per breviti. ' '

(h,j=0,1...m), (29)

wr
<

Volume dell’(» <+ 1) -edro.

Il volume di un (n + 1)-edro ¢ naturalmente ’estensione di una sua
casella metriea. Considerandolo come una funzione dei diedri = I’indicheremo
con T'(;). Per rappresentare analiticamente T'(; ricorriamo alle coordinate lo-
cali incentriche £ rispetto alle quali 1’assoluto ha 1’equazione Vg=o, ove
per.le (11) e (9) del § 4.° i coefticienti sono determinate funzioni dei diedri.
Allora, osservando che per la (11) del § 4.° il diseriminante di Vg ¢ v, po-

SERIE II1, VOL. VI (Appendice). [
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tremo intanto rappresentare 1’elemento d’ampiezza estensiva d"'p, nella
forma ([D], § 2, (5)):

n
3
? B, 445, 0 b)) ¥
(Iu-]ln:("(l ,"_’_(lwﬁ,? (])
2
Ves

Ma se noi facciamo ¢, =1 e prendiamo per variabili indipendenti le
f1,8, ... &, il determinante (§,d, &, .... d, ¢) si cangia nel prodotto
d: dZg . ... d&,; d’altra parte facendo variare le ¢;,%, .... &, nel campo
reale e positivo si ottengono tutti e soli i punti della casella metrica; si
avra dunque da (1):

+ + o0
ly 1 Z:z see. L, ..
Tigy= Vi/. /:—’(n—_’_l" (con Eo = 1). (2)
vy

“

Volume dell’ (n 4 1) -edro non asintotico in funzione degli spigoli. — La (2) &
valida anche se I’(n + 1) -edro ¢ una o pilt volte asintotico (cio¢ con uno
o pit vertici asintotici). Ma quando mnon & asintotico, e quindi tutti i suoi
spigoli sono finiti, il volume si pud considerare anche come una funzione
degli spigoli; cosi considerato sia indicato con T, (= Ts;)); allora analoga-
mente a (2) (ricorrendo all’ equazione baricentrica dell’ assoluto pyy =o, i cui
coeficienti sono per le (18) del § 4 determinate funzioni degli spigoli) si ha:

Ty="D / /G Y foom 4o =10 () (3)

Area del triangolo. — Colle (2) e (3) si trova per n=2:

14 poy +Poact 21, +VD (4)
1+-po +Dez + 01— ‘/D ’

log

"

. 1
Ty =sn+%2+ 5 —= ) To=+

che sono conformi a ben noti risultati (BALTZER, T'rig. sfer.).

Formula di riduzione pel calcolo di T(;) quando » > 2. — Tale formula risulta
dal seguente teorema (valido per Il — = 0):

Se Ty (h,i=0,1....n3h— =j)¢ i volume dell (n— 1)-cdro sostegno
del diedro =, in un dato (n+1)-edro di volume T (5) ¢ se U, ; st intende espresso
in funzione dei diedri dell’ (n + 1) -edro stesso (§ 4.°), si avra per n > 2:

'\.T(’)

< v . - [
fn —1) o, =-U;;  cioe (n—1) @ T(5=3Tds,. ®)

(*) A scuiarimento di quanto ¢ detto nei Cenni riassuntivi, soggiungo che il prof. D’OvipiO
chiama ampiessa del gruppo dei rertici del nostro (n--1)-edro la quantiti: arco semo V' .I)
essendo D definito come in (8).



Ricerche di estensionimelria integrale, ecc.

Inoltre facendo variare il solo diedro =);, si avre T(y dato da

1 t
Ty = n —1 Ty doy; (G)

Lj

ove 5% ¢ un valore di <,; che annulle v.

Dim. — Siano «°, «',....a" i vertici e 2% o!,....a" gli iperpiani-facce risp.
opposti nel dato (n + 1) -edro. Spostiamo di infinitamente poco «° esterna-
mente all’(n + 1) -edro metrico in modo che dei diedri di esso vari il solo =,
opposto -allo spigolo s,,. L’aumento d -p, subito da T'¢;) per tale spostamento
di «° sard chiaramente:

T,
d 'l)u = '"? (d

) .
ds ., -
sﬂl 0l (l)

Noi poi possiamo caleolare per altra via lo strato infinitesimo d-p,. Allo
seopo sl indichi con d**C, una porzione n — 2 volte infinitesima di T, e si
consideri i1 tubo rettilineo piramidale di vertice ¢’ e di base &"*U,; dando
all’asse r di tale tubo uno spostamento infinitesimo in modo che accompa-
¢ni «° nel sno moto e non esca dal piano (a due dim.) che » forma colla
retta fissa «°«', il tubo piramidale predetto deserivera un tubo rettilineo una
volta imprimitivo la ¢ui ampiezza estensiva potremo indicare con d*~'-p, per-
ché con n — 2 integrazioni successive per 5, = cost. da esso si ottiene poi
il d-p, dato da (7). Ora durante il moto di «°i diedri dell’ angoloide di vertice «!
nel dato (» + 1)-edro rimangono inalterati e percio tale angoloide subisce
uno spostamento rigido. In tale spostamento la retta a’a’ scorre su se stessa
e ognuna della ¢, a'a*, .... @’a” descrive un piano, perché per 1’ ipotesi
le rette «‘a',....«a" sono fisse; allora il sistema lineare 3,_. degli oc"—2
piani (a 2 dimensioni) passanti per «’a", considerati come rigidamente col-
legati all’angoloide mobile «, ¢ nelle stesse condizioni di un iperpiano rigido
ad n — 2 dimensioni di cui sono tenuti fissi »— 1 punti, cioé¢ & immobile;
sicché ogni piano di I,_, scorre su se stesso. Segue di qui che ogni retta
uscente da @' considerata come rigidamente collegata all’angoloide mobile «*
descrive nel moto di questo un piano passante per la retta a’a’, vale a dire:
affinché una retta di a° ed uscente da «' sia invariabilmente collegata al-
I’ angoloide mobile «’ bastera che essa seguendo il moto di «° deseriva un piano
passante per «’«’. Percid I’ asse r sopradetto e collegato invariabilmente al-
I’ angoloide «', ciot mantienc un angolo costanie colla retta «a«’. Cio equivale
a dire che il tubo imprimitivo di ampiezza d"'*p, predetto ¢ trapesoidale
([D]§ 5. Se dunque d= & 1’ ampiezza areale del quadrilatero piano deseritto
normalmente ad o° dalla altezza del tubo piramidale generatore, si avra (1. ¢.)

Y ;
AT = e (8)
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‘Ricerche di cstensioniineiria integrale,’

Si coneclude cosi che nel caso Euclideo
Vi .
"= - (11)

(Ofr. SCHOTUTE, Mehrdimensionale Geometrie, vol. II, pag. 123, 1903).

§ 6.
Applicazioni allo spazio a tre dimensioni.

Volume del tetraedro. — Se n =23, T(;) ¢ il volume del tetraedro in fun-
zione dei suoi diedri o, U); & lo spigolo opposto ad s,; e la (5) del § 4.° ci da:

1; e
AT = 5 8o Aoy, - °8y3 @500 -F "810 A 343 -+ *80) A0eg 800 A3y5 + *844 d:,.z'[ . (_1) (*

Ora sappiamo che

.
- |/ Voo Vas — Vy
€058y == V2 donde sen s, = AL .S
VV::; Yt l/v” [/V:’a
e poiche (Pascar, I determinanti) risulta:
Ver Vaz — Vlog = ¥ (%o 711 — #0)) = ¥ (1 — c0s® 5)) = ¥ sen* 5, , (2
si potra prendere
1
. SEM *Spy = % .
V¥ VT
donde
1
Ves —(—V¥) % sen 3,

1
Vo3 + (— V) sen 3,

1
*Sg3 = 53 108

(3)
Ora per la (2) abbiamo:

1 1
(Voa — (—T¥)F sem 9y)) (Vo3 + (— V)2 8€n 50)) = T3 + ¥ 8607 3y, = V22 Ty 5

(*) Della pregevole tesi di laurea del Sig. Dott. FERDINAND DANNMAYER: Die Oberflidchen
und Volumenberechnung fir den Lobaischefskijschen Raum mit besonderer Derucksichtiguny
der Rotationskérper und Polyeder ( Gottingen 1904 druck der Univ. Buchdruckerei von V. Fr.
Kiistner), inviatami gentilmente dall’A. lo scorso agosto, ho saputo che la (1) ¢ stata trovata
prima di me del Sig. Richmond H. W. nel 1903 (The rolume of a tetraedron in elliptic space :
Quaterly Journal). Veramente il prof.-Bonola al uale 1’avevo comunicata nella primavera
del 1906 mi aveva assicurato che la formula non gli giungeva nuova, ma non mi aveva date
ulteriori informazioni. Svno lieto ora di riconoscere al Sig. Richmond la proprieta della (1).
: Settembre 1907.



GEROLAMO CAMPAGNOLA 5 ANTONIO TEBALDEO

Due delle gquattro miscellanee muratoriane del Tebaldeo, che si conser-
vano nella Biblioteca Estense, assai preziose per gli studiosi della poesia
italiana dei secoli XV e XVI (1), contengono aleuni piccoli componimenti
poetici, che, da un canto, lumeggiano relazioni intercedute fra uno dei
maggiori liriei cortigianeschi del sec. X'V e il pitl anziano dei Campagnola,
noti nella storia artistica di Padova, e, dall’ altro, accrescono di qualche
fiore modesto, ma non vano, il piccolo mazzetto di notizie, che sul conto
di quest’ ultimo ¢i ha risparmiato 1’ avarizia del tempo.

Del Tebaldeo non occorre qui rinfrescare la memoria; e quanto d’inedito
dei suoi scritti poetici, cosi latini come volgari, conservano e queste e le altre
miscellanee estensi, sara da noi studiato e reso noto in prossima occasione.

Notizia pih larga merita, invece, Gerolamo Campagnola, a riguardo del
quale le incertezze dei dotti, che spesso lo hanno confuso con Gerolamo del
Santo e con lo scultore veronese Gerolamo Campagna, e la scarsezza dei do-
cumenti hanno contribuito a render piu fitte le tenebre.

Bgli nacque a Padova, da cospicua famiglia, la quale (al dire del con-
temporaneo Matteo Bosso) perpetua cum laude semper enituit, probabilmente
verso il 1435, e non prima del 1433. Che questa data sia attendibile, crediamo
di poterlo accertare, quando si combini I’ anno della morte del N., che, se-
condo una notizia documentata venuta da poco alla luce (2), sarebbe il 1522,
con la notizia riferita dallo Scardeone (3), suo coetaneo ed amico, che lo dice
morto pressoché¢ novantenne. Non occorre quindi col Dekunert, a cui &
sfuggito il cenno dell’ erudito padovano, osservare che il far risalire la na-
scita del C. a prima del 1440 non concorda troppo con 1’appellativo di
prudentem iuvenem, datogli in un istrumento @’ investitura livellario del 1473,
dal Dekunert stesso primamente pubblicato (4). A cio sarebbe, del resto,
facile ribattere che I estensore dell’ atto di livello ricordava esattamente la

(1) Ne ha dato un indice sommario e rilevato brevemente I’ alto valore GiuLio BErTONI
in Giorn. stor. d. lett. ital., XLVII, 1906, pag. 451-452.

(2) S1Lvio DEKCNERT, Qualche documento ¢ notizia su Gerolamo Campagunole (per nozze
Camerini-De Fabii), Padova, 1905, p. 10 e 15.

(8) De antiquitate wrbis Patarvii, Basileae, 1560, p. 244

(4) Op. cit, p. % ¢ 14,
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G. SFORZA

SUL VOLUME DEI POLIEDRI

NELL’IPOTESI NON EUCLIDEA

(Seduta del 12 Marzo 1907).

In un mio lavoro presentato il 20 dicembre 1906 dal prof. Amaldi
alla R:-Accademia di Modena ¢ che sard inserito negli atti di questa,
i sono ocecupato di estensionimetria non Euclidea, e, relativa-
mente ai poliedri dello spazio a tre dimensioni e pitt specialmente
riguardo al tetraedro, sono giunto ad aleuni risultati che, sembran-
domi notevoli, io comunico a questa rispettabile Societ.

Per strutture di un poliedro si intenda 1'insieme dei cicli
in cui si separano i suoi vertici per formare i poligoni-facce. Ora
da un teorema generale di Schubert (Cfr. ScuouTE, Mehrdimensio-
nale Geometrie, pag. 78-79) risulta che la determinazione metrica
di un poliedro Euleriano di data struttura dipende da tante costanti
arbitrarie quauti sono i suoi spigoli. Se dunque la curvatura KX
dello spazio non & nulla (uel qual caso i diedr1 di un poliedro non
sono legati a priori da alcuna relazione) si put concludere che un
poliedro Euleriano di data struttura ¢ determinato dai suoi diedri
cioé il suo volume V e i suoi spigoli sono funzioni dei suoi diedri.
Quali funzioni siano gli spigoli s dei diedri o si pué stabilire
con semplici equazioni trigonometriche, cosicché gli spigoli s si
possono considerare qui come note funzioni dei diedri; allora io
ho dimostrato che, se V & il volume, o un diedro generico ed s lo
spigolo di sostegno di o, si avra:

1
b [
2]{_13(’3 (1)

AV =




9

—_— G —

essendo dV il differenziale totale di V considerato come Sunzione
dei diedri -. ) _

Da (1) si puo ricavare il notevole teorema: La somma dei volumi
di due poliedri assolutamente reciproci aumentata della somma
dei tetraedri contenuti dalle coppie di spigoli assolutamente reci-
proci dei due poliedri riempie tutto lo spazio projettivo.

E questo teorema ¢ analiticamente valido anche per K < o.

To ho stabilita la (1) deducendola dal caso particolare del
tetraedro pel quale I’ ho originariamente dimostrata. Nel caso del
tetraedro si possono facilmente esprimere gli spigoli s pei diedri o
nel seguente modo. Siano 0, 1, 2, 3 i vertici di un tetraedro e
si. indichi con s;; lo spigolo che unisce i vertici ij; sia poi oy; il
diedro opposto allo spigolo s;;; allora la (1) prende intanto la forma

' 1
av = K\ 52 doss -+ 502 dag1 4803 o1z + $23 door -} s1d0og +812ddos)(*)- 12)

{¥) Nel mio lavere citato ho dimostrato analiticamente che, se V7 ¢é
I'ipervolume di un (n {-1)-edro P di uno spazio a = dimensioni di
carvatura costante K, si ha: (n — 1) KAV —= Z sdo, ove ¢ & un diedro gé-
nerico di P ed s I’estensione dell’ (r—1)-edro sostegno di a; e da tal for-
mula per n =3 ho dedotta la {2). Ecco tuttavia un cenno di una dimo-
strazione elementare e diretta della (2), dimostrazione che non compare
nel citato lavoro. .

Si ponga per brevitd, qualunque sia x,x=—a]/ K. Allora il settore
infinitesimo conico di angulo dt di altezza % e di apotema p ha un volume

i g;—{(h — p tang kot p) ( Cfr. Friscnaur, Elem. der absoluten Geom.,

pag. 99), la quale, quando o sia I’ inclinazione dell’ apotema p all’ altezza A’
si pud scrivere anche 2KdV = (h —pcosw)dt. Di qui si deduce che,
se dV & il volume di an tetracdro ABCD col diedro in AB infinitesimo (dt)
e si pone 4B—=¢,AC=0b,BC—=a,BAC=A4, ABC = B, si ha,
a meno eventualmente di infinitesimi di second’ ordine, 2KdV — (¢ —
— acos B — bcos A)dr. Facendo ora variare di infinitamente poco il solo "
vertice 0 del tetraedro finito 0123, la variazioae 8V del suo volume V
¢ la somma algebrica di tre tetraedri infinitesimi del tipo precedente;

donde si ricava:
2KV = 8,,00,, -+ 8,,0055 4 8.,80,4 - 5,, (— cos 01280, — cos 01330, )
+ 59 (— o8 0‘?150‘03 — cos 0‘2‘36001 ) + 545 (—cos 03*15%2 — cos 0?2600, ).

Ora se in un triangolo sferico di angoli 4, B, Celatia ,b,e¢ varia
infinitamente poco il solo vertice di A, siha 84 = — c0s68C — coscdB.



Pongasi poi

i g 1 (i=J)
” —cos 0 (i = =j)
e
’ 1!:00 1!01 noz “oz
=1 ™o ™1 ™12 Ty _ oV .
V= x v V= 3 (3
Too a1 T Tgg o ;;
|
DTy Ty Ty Ty
allora si ha:
: 1
s = 1 10 VZ3+(—°V)2 sen col
28 = g “4)
2i|/ K +
Vo —(—V)2senc,, .

e simili.
«
La (2), ritenendo costanti i cinque diedri o,,, 9,5, 033, 031,

7,4, ¢l da allora

(o]
01

log

1
vss 4 (— v)2 sen gy
. i do,,

Vas — ( — V)2 sen gy,

©)

. - 0 .
ove si dimostra che o & un valore di o,, che rende V= o.
' 0
Cosi V & ottenuto con una quadratura ma da eseguirsi sopra
una funzione contenente 5 parametri arbitrari. Ora io ho dimo-

Per la qual formola la precedente assume la forma (2). Non vi é ora al-
cuna difficoltd ad estendeve la (2) anche al caso della variazione infini-
tesima arbitraria simultanea di tutti i quattro vertici 0,1,2,3, Questa -
dimostrazione geomctrica ¢ valida in una porzione reale dello spazio la
quale per K <0 sia interna all’assoluto e per K> 0 sia interna a una

—.1

T
sfera di diametro _I/'_ affinché avvenga che per ogui triangolo in

essa contenuto la somma di due angoli qualunque sia minore di due
' retti. Ma con considerazioni relative alla continuazione delle funzioui ana-
litiche 'si estende facilmente la validitd della (2) a qualunque tetraedro
reale o complesso.
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strato che la (5) si puo sostituire con una quadratura da ese-
guirsi sopra una funzione numerica della sola variabile d’inte-
grazione e precisamente che, ponendo

1 }2_“
To= . 3 log 2senxda (%), (6)
2{K7%

T

sard V' un aggregato di valori della funzione 7% per valori diversi
dell’ argomento « calcolabili a mezzo dei diedri o per modo che,
quando sia calcolata una tavola dei valori numerici della fun-
zione T, si potra calcolare il volume di qualunque tetraedro.

Se il tetraedro & asintotico (cioé con un vertice, almeno, all’ in-
finito) 1’ espressione indicata di V si ottiene facilmente. Siano in-
fatti & B, v i diedri del triedro asintotico ed o', {8, y' i diedri ad
essi rispettivawente opposti nel dato tetraedro di volume V. Per
essere o 4+ B 4y = si trova intanto: '

(—v)';':cosa' sen o -}~ cos B’ sen §-}-.cos y’ sen y. 7)
Allora, posto
wbB T m ey, @ by Ry, @ R —=2e (8)
a mezzo della (2), (4) e (6) si trova che
Ve Tyt Tg+ Ty +} — Tye A+ Tp—e, + Ty e, — Telg +
T e~ The,+ Ty, — Te |+ ©)

br q p |
+(foc’-—s3 + f{i'—s:;“ fy'—ss—Tssj )

{¥) Poneado 2 = tang ;, Ty prende la forma

1 l(l 4z dz
5 Ogl—{—z"’)l—{—z?’

« ;g [
1K 2

e sotto questa forma T rientra nelli categoria degli integrali studiati
dal compianto prof. Besso nel Giorn. d¢ Datt., 1888, pag. 356: « Sull’in-
tegrale del prodotto di una funzione razionale pel logaritmo di una fun-
zione razionale »,
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)

Se il tetraedro non & asintotico, si indichino con 4, B, C, D
i suoi vertici e con O un punto qualunque dell’ assoluto; si avra
(BALTZER, Stereom., pag. 141) in valore e segno

ABCD = ABCO 4 BADO 4~ ACDO 4 CBDO (10)

sicché¢ ABCD & un aggregato di quattro tetraedri asintotici (con
segni opportuni), i cui diedri si possono calcolare in funzione
dei diedri di ABCD e di due costanti arbitrarie; applicando a
ciascuno di tali tetraedri asintotici la (9) si ottiene ABCD come
un aggregato di valori della funzione T'z. ' ,

E da notare che la (9) ¢ valida anche per un tetraedro 2, 3, 4
volte asintptico, basta farvi nulla una, due o tutte tre le e. Al-
lora, osservando che la Ty data da (6) sodisfa alle seguenti rela-

zioni:

Tm.—_z(Ti — Ti_ﬁ) ) Tod T_g= "% ,umxTa,..—_Tg

2 2 2 2K2 (11,
Tpn=0,T,=0,Tp =0, T 3=—T5,Tp =—Tg "

— —2—+2? -—2—-—$

oo

e che da (8) si ricavano le relazioni
«—g = —eg—23, B—e =P —e—e , V=Y --g—¢, (12)

si perviene da (9) alle formule seguenti:

V=T + TB+T0L’+TB’+ Ty’——sl‘i‘
G+ Ty —e,— Te, — Te, (5 =0 tetraedro diasintotico )
V= Tyt Tg+ Ty + T + |
+Tg+Tp—Te (ep=83=0 »  triasintotico ) ( (13)
V=2(Tq+ Tg+ Ty) (' =a ,
'=B,Y =y, —=eg=¢g,=0 »  tetrasiototico).

Facendo nella prima della (13)

e quindi

si ottiene per la prima delle (11)

V=1, . (14)
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Facendo nella terza delle (13)

R
I

Il
-

I
o|a

(15)

la quale di il volume del tetraedro tetrasintotico regolare in una
forma pitt semplice di quella data da Liebmann nella sua recente
« Nichteullidische Geometrie » (Sammlung Schoute, 1905, pag. 162),
e, per la terza delle (11), prova il carattere di massimo del tetrae-
dro tetrasintotico regolare fra tutti i tctraedri tetrasintotici.

Si deve notare infine che, poiché la (10) sussiste anche se O &
immaginario, la indicata decomposizione di V' pud essere fatta
anche nel caso di K> o cioé nel caso ellittico; infatti la (9) ha
un’ origine puramente analitica.

Voglio ora porre brevemente in relazione questo metodo con
quello di Lobatschefsky (Vedi p. es. LIEBMANN, 1. c. pag. 156 e seg.).
A tale scopo conveniamo che, se un tetraedro ha tre diedri retti, di
cui due opposti, il tetraedro sia detto elementare e che dei rimanenti
tre diedri i due opposti siano detti lalerali e medio il terzo. Al-
lora, calando da un vertice di un tetraedro qualunque la perpen-
dicolare sulla faccia opposta e dal piede di questa le tre perpen-
dicolari sui tre lati della base, il tetraedro risulta un aggregato
di sei tetraedri elementari positivi o negativi aventi i vertici nei
piedi delle quattro perpendicolari sudette e nei vertici del tetraedro.
Cosl Lobatschefsky ha ridotto la determinazione del volume di un
tetraedro a quella dell’ elementare. Egli ha poi provato che un
tetraedro elementare non asintotico ¢ un aggregato di quattro te-
traedri elementari monoasintotici due positivi e due negativi, e cosi
ha ridotto la questione alla determinazione del volume del tetraedro
elementare monoasintotico. Se si-osserva che in un tetraedro elemen-
tare monoasintotico il diedro medio deve essere complementare di un
laterale, si trova colla (9) che il volume Ta,a’ del tetraedro ele-



S
mentare monoasintotico di diedri laterali o, a' ¢ di diedro medio

T . 3 .
5 — @ assume successivamente per le (11) le forme seguenti:

1 1
Ta,a':%{ T go— To—a+2 Tn : :’2“2 Tota—Tq -
« .

\
7 — Tt+&
Tf_+oc
1 1 ST
-3 Ty —o— T,:_a‘= 3 log2senz da —
2 4: K2
o 4o
n L n
T L Watl
log2senad x;— . lo;;wdq:; (16)
\ "y iKy sen (¢ —a)
«—a o’

e la (16), per K = — 1, é appunto la formula trovata da Lobat-
schefsky, formula che. pud¢ anche dedursi direttamente da (5).

E perd da osservare che il metodo di Lobatschefsky non si ap-
plica ai tetraedri due o piu volte asintotici, e che in ogni caso il
calcolo numerico di (16) si fa pia agevolmente colla decomposi-
zione in elementi della forma T, che richiedono I'uso di una
tavola a una sola entrata dei valori numerici di T.. :

Chiuderd facendo notare che da (14) risulta che Ty & il volume
del tetraedro elementare due volte asintotico di diedri laterali x

e quindi di diedro medio%t — &; e cle anzi con questo solo signi-
ficato geometrico di T e senza conoscerne la forma analitica (6) si
possono per A << o dimostrare geometricamente gran parte delle (11)
nonché le (13) e (9) stabilendole gradatamente pel tetraedro 4, 3, 2,
1 volta asintotico. _

Mi riservo di sviluppare in altra Nota la formula generale (10)
pel tetraedro non asintotico (*).

(¥) Aggiungo qui le seguenti notizie storiche, che, colla gentile coo-
perazione del prof. Amaldi, ho potute raccogliere poco prima della stampa
di. questa Nota. .

Nel caso particolare di un tetraedro elementare con un sol diedro
(laterale) variabile e nell'ipotesi I = -~ 1 la (2) & stata trovata da

. 1 .
Grauss (salva la mancanza del fattore 1 osservata dal prof. Stickel;
Gauss- Werke, Vol. VIII, pag. 228), e pit tardi (1893) del prof. Simon
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(Math. Ann., Vol. 42 « Zur Volumbestimmung in der Lobatschefsy-schen
Geom. » formola (1) ultima linea della pag. 479); ma il risultato del
Simon ¢ oscurato da una inavverlenza dell’ A. per la quale avviene che
quel simbolo «, che per I' esattezza della formula dovrebbe rappresentare
una sezione retta del diedro variabile; ne rappresenta invece nella figura
una sezione obliqua. .

Sembra poi che Bolyai, che pure ha considerato il tetraedro elemen-
tare con un sol diedvo (laterale) variabile, non abbia ottenuto il corrispon-
dente caso particolare della (2) in modo da porre in evidenza lo spigolo.
(Cfr. Stickel, Math. und naturw. Berichte aus Ungarn, 1902, Vol. XVIII,
pag 297-307. « Untersuchungen aus der absoluten Geom. aus Johan
Bolyai’s Nachlass » ). Per queste ricerche mi sono giovato delle indica-
zioni contenute nei preziosi lavori storici del prof. Bonola.



